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Sur les ope´rateurs factorisables par OH
par Gilles Pisier
Note pre´sente´e par
Re´sume´. Soient H,K deux espaces de Hilbert. Soient E ⊂ B(H) et F ⊂ B(K) deux
espaces de Banach d’ope´rateurs, au sens de [1,2]. On e´tudie les ope´rateurs u : E → F qui
admettent une factorisation E → OH → F avec des applications comple`tement borne´es a`
travers l’espace de Hilbert d’ope´rateurs OH que nous avons introduit et e´tudie´ dans une
note pre´ce´dente. Nous donnons une caracte´risation de ces ope´rateurs qui permet de faire une
the´orie entie`rement analogue au cas des ope´rateurs entre espaces de Banach qui se factorisent
par un Hilbert.
English Abstract. Let H,K be Hilbert spaces. Let E ⊂ B(H) and F ⊂ B(K) be
operator spaces in the sense of [1,2]. We study the operators u : E → F which admit a
factorization E → OH → F with completely bounded maps through the operator Hilbert
space OH which we have introduced and studied in a recent note. We give a characterization
of these operators which allows to develop a theory entirely analogous to that of operators
between Banach spaces which can be factored through a Hilbert space.
Abridged English version. In this note we continue the study of the operator Hilbert
space OH introduced in our previous note [6]. Let E, F be two operator spaces in the sense
of [1,2]. We can assume E ⊂ B(H) and F ⊂ B(K) for some Hilbert spaces H and K. We
will denote by H ⊗K the Hilbertian tensor product. We denote by E ⊗min F the minimal
(or spatial) tensor product in B(H ⊗K). We consider the space Γoh(E, F ) of all operators
u : E → F for which there are an index set I and completely bounded (in short c.b.) maps
A : OH(I) → F and B : E → OH(I) such that u = AB. In that case, we say that u
factors through OH. We denote by γoh(u) the infimum of ‖A‖cb ‖B‖cb over all possible such
factorizations. If v ∈ E⊗F we denote by γoh(v) the above norm for the associated operator
from E∗ to F (or from F ∗ to E). Note that u factors through OH iff its adjoint u∗ also does
and γoh(u) = γoh(u
∗). If F is the antidual E∗ (i.e. the dual with the conjugate complex
multiplication) equipped with its operator space structure in the sense of [1,2] we say that a
map u : E → E∗ is positive if the associated sesquilinear form is positive i.e. if u(x)(x) ≥ 0
for all x in E.
THEOREM 1. If u : E → E∗ is positive and completely bounded, then u ∈ Γoh(E,E∗)
and γoh(u) = ‖u‖cb. Moreover, every map u in Γoh(E,E
∗) can be written as u1−u2+ i(u3−
u4) with u1, ..., u4 positive and such that γoh(uj) ≤ γoh(u) for all j = 1, ..., 4.
Remark. Contrary to the Banach space case where Grothendieck’s theorem says that
every bounded map u : C → C∗ factors through ℓ2, it is not true that every c.b. map
u : B(H)→ B(H)∗ factors through OH.
Definition. Let E be an operator space and let F be a Banach space. An operator
u : E → F will be called (2, oh)-summing if there is a constant C such that for all finite
sequences (xi) in E we have
(
∑
‖u(xi)‖
2
)1/2 ≤ C
∥∥∥
∑
xi ⊗ xi
∥∥∥
1/2
E⊗minE
.
We denote by π2,oh(u) the smallest constant C for which this holds. (Similar but different
spaces have already been considered in [1,3].) There is of course an analogue of the “Pietsch
factorization” (cf. e.g. [7]) for these operators, but the main point is that they provide a
convenient description of the dual tensor norm to the norm γoh, in “complete” analogy with
the Banach space case, as follows.
THEOREM 2. Let E, F be operator spaces and let C > 0 be a constant. The following
properties of a map u : E → F are equivalent.
(i) u ∈ Γoh(E, F ) and γoh(u) ≤ C.
(ii) For all v : F → ℓ2 such that π2,oh(v) ≤ 1 the composition vu can be factorized
as vu = AB with B : E → OH completely bounded and A : OH → ℓ2 Hilbert Schmidt
satisfying ‖A‖HS ‖B‖cb ≤ C.
From the preceding it is easy to deduce a description of the tensor norm γ∗oh which is
dual to the norm γoh, exactly as in the Banach space case, as follows.
COROLLARY 3. Let E1, E2 be two operator spaces. Assume (to simplify the statement)
E2 reflexive. For any operator u from E1 to E2 let
γ∗oh(u) = sup{| < u, v > | | v ∈ E1 ⊗ E
∗
2 , γoh(v) ≤ 1}.
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We have then
γ∗oh(u) = inf{π2,oh(B)π2,oh(A
∗)}
where the infimum runs over all possible factorizations of u of the form u = AB with
operators B : E1 → ℓ2 and A : ℓ2 → E2 such that B and A
∗ are (2, oh)−summing.
Actually, a more general class of tensor norms which we called “γ-norms” in [7] can be
treated in very much the same way as above for γoh. These results allow the development
of a theory of type and cotype or of a “local theory” (see e.g. [7] for all this) in the category
of operator spaces.
I am very grateful to David Blecher and Vern Paulsen for stimulating conversations on
the subject of this note and the preceding one [6].
Cette note fait suite a` la note pre´ce´dente [6] et annonce les re´sultats d’un article a`
paratre.
Nous renvoyons a` [1,2] pour la the´orie des espaces d’ope´rateurs et a` notre travail [6]
pour tout ce qui concerne l’espace OH (resp. OH(I)) qui est l’analogue de ℓ2 (resp. ℓ2(I))
dans la cate´gorie des espaces d’ope´rateurs.
Soient H,K deux Hilbert, E ⊂ B(H), F ⊂ B(K) deux sous-espaces ferme´s. On notera
E ⊗min F le produit tensoriel comple´te´ pour la norme induite par l’espace B(H ⊗ K) des
ope´rateurs borne´s sur le produit tensoriel hilbertien H⊗K. Nous renvoyons a` [1] ou [2] pour
la de´finition du dual E∗ d’un espace d’ope´rateur E ainsi que pour la notion d’application
comple`tement borne´e.
Nous dirons qu’un ope´rateur u : E → F se factorise par OH s’il existe un ensemble I
et des applications comple`tement borne´es B : E → OH(I) et A : OH(I) → F telles que
u = AB. On pose γoh(u) = inf{‖A‖cb ‖B‖cb} ou` l’infimum porte sur toutes les factorisations
possibles de u. On notera Γoh(E, F ) l’espace des applications u : E → F qui se factorisent
par OH. C’est un espace de Banach quand on le munit de la norme γoh. Nous noterons
E∗ (resp. E∗) le dual (resp. l’antidual) de E au sens des espaces d’ope´rateurs (cf. [1,2]),
de sorte qu’une application line´aire u : E → E∗ correspond a` une application sesquiline´aire
sur E × E. Nous dirons que u : E → E∗ est positive si la forme sesquiline´aire associe´e est
positive, i.e. si u(x)(x) ≥ 0 ∀ x ∈ E.
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THEOREME 1. Soit E ⊂ B(H). Soit u : E → E∗.
(i) Si u est positive alors u ∈ γoh(E,E∗) et γoh(u) = ‖u‖cb.
(ii) Toute application u ∈ Γoh(E,E∗) peut s’e´crire u1−u2+i(u3−u4) avec u1, u2, u3, u4
positives de E dans E∗ et telles que
∀ j = 1, ..., 4 ‖u‖cb = γoh(uj) ≤ γoh(u).
Ce the´ore`me signifie que l’espace Γoh(E,E∗) coincide avec l’ensemble des combinaisons
line´aires d’applications positives comple`tement borne´es de E dans E∗.
Parmi les proprie´te´s e´le´mentaires des ope´rateurs appartenant a` Γoh(E, F ), citons les
suivantes : toute ultraproduit d’applications ui avec ui ∈ Γoh(Ei, Fi) et
sup
i∈I
γoh(ui) <∞
se factorise parOH et l’ope´rateur u re´sultant de l’ultraproduit ve´rifie γoh(u) ≤ supi∈I γoh(ui).
La borne infe´rieure dans la de´finition de γoh(u) est atteinte. De plus, si E1 ⊂ E et F1 ⊂ F
sont des sous-espaces ferme´s et si on note q : E → E/E1 et j : F1 → F les morphismes
canoniques alors on a pour tout u : E/E1 → F1
γoh(u) = γoh(juq).
De´finition. Soit E un espace d’ope´rateurs et F un espace de Banach. Nous dirons qu’un
ope´rateur u : E → F entre espaces d’ope´rateurs est (2, oh)-sommant s’il existe une constante
C telle que
∀ n ∀ xi ∈ E (
∑
‖u(xi)‖
2
)1/2 ≤ C
∥∥∥
∑
xi ⊗ xi
∥∥∥
1/2
E⊗minE
.
On rappelle que l’on a (voir [6])
∥∥∥
∑
xi ⊗ xi
∥∥∥
1/2
E⊗minE
=
∥∥∥
∑
xi ⊗ Ti
∥∥∥
E⊗minOH
ou` (Ti) est une base orthonormale fixe´e quelconque de l’espace OH. On notera π2,oh(u)
la plus petite constante C ve´rifiant cette proprie´te´ et Π2,oh(E, F ) l’espaces des ope´rateurs
(2, oh)-sommants de E dans F . C’est un espace de Banach muni de la norme π2,oh. Cet espace
est stable par composition a` droite (resp. a` gauche) par des applications comple`tement
borne´es (resp. borne´es). D’autres espaces du meˆme genre (mais diffe´rents) ont de´ja` e´te´
conside´re´s dans [1] et [3].
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THEOREME 2. Soient E, F deux espaces d’ope´rateurs. Soit C une constante positive.
Les proprie´te´s suivantes d’un ope´rateur u : E → F sont e´quivalentes :
(i) u ∈ Γoh(E, F ) et γoh(u) ≤ C.
(ii) Pour tout ope´rateur v ∈ Π2,oh(F, ℓ2) l’ope´rateur (vu)
∗ : ℓ2 → E
∗ admet une
factorisation par OH de la forme (vu)∗ = wV avec V : ℓ2 → OH de Hilbert Schmidt
et w : OH → E∗ comple`tement borne´ tels que
‖V ‖HS ‖w‖cb ≤ Cπ2,oh(v).
Le the´ore`me pre´ce´dent permet de donner (voir ci-dessous) une description de la norme
duale de la norme γoh entie`rement analogue au cas des normes γ2 et γ
∗
2 dans le cadre des
espaces de Banach (voir par exemple [7]).
Soient E1, E2 deux espaces d’ope´rateurs. Pour tout v ∈ (E1 ⊗min E2)
∗ on note I(v)
la norme de v dans le dual de E1 ⊗min E2. C’est l’analogue de la norme inte´grale pour les
espaces d’ope´rateurs. La the´orie des ope´rateurs ”inte´graux” (et des ope´rateurs ”nucle´aires”)
dans ce nouveau cadre est faite dans [4].
PROPOSITION 3. Soit E un espace d’ope´rateurs. Un ope´rateur u : E → ℓ2 est
(2, oh)−sommant avec π2,oh(u) ≤ 1 si et seulement si il existe v ∈ (E⊗minE)
∗ avec I(v) ≤ 1
tel que pour tout x dans E on a v(x⊗ x) ∈ IR et
‖u(x)‖2 ≤ v(x⊗ x).
En fait on peut placer ces re´sultats dans un cadre beaucoup plus large, celui des γ-
normes de´ja` e´tudie´s dans [8]. Dans le reste de cette note nous esquissons cette the´orie (que
nous de´velopperons dans une publication ulte´rieure) dans le style des ide´es originales de [5].
Soit E un espace de Banach.
On notera B+(E) l’ensemble des e´le´ments positifs de E⊗E, c’est-a`-dire l’ensemble des
e´le´ments qui de´finissent une forme sesquiline´aire de rang fini σ(E∗, E)-continue et positive
sur E∗×E∗. On note que B+(E)−B+(E) peut eˆtre identifie´ au sous-espace de E⊗E forme´
des tenseurs syme´triques.
Soit γ : B+(E) → IR+ une application additive positivement homoge`ne et telle que
0 ≤ u ≤ v implique 0 ≤ γ(u) ≤ γ(v). Nous appellerons “poids” une telle application γ. Nous
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dirons que le poids γ est raisonnable s’il existe deux constantes c > 0 et C telles que pour
tout x dans E on a
c ‖x‖
2
≤ γ(x⊗ x) ≤ C ‖x‖
2
.
Tout poids homoge`ne γ donne´ sur B+(E) ⊂ E ⊗E peut eˆtre prolonge´ sur E ⊗E en posant
∀ u ∈ E ⊗E γ(u) = inf{γ(
∑
xi ⊗ xi)
1/2γ(
∑
yi ⊗ yi)
1/2}
ou` l’infimum porte sur toutes les repre´sentations
u =
n∑
1
xi ⊗ yi, xi ∈ E, yi ∈ E.
Si γ est raisonnable, ce prolongement de´finit une norme sur E ⊗E. Plus ge´ne´ralement, soit
E1, E2 deux espaces de Banach et soit γ1, γ2 deux poids raisonnables respectivement sur
B+(E1) et B+(E2). On peut poser pour u =
∑n
1 xi ⊗ yi ∈ E1 ⊗E2
(1) γ(u) = inf{γ1(
∑
xi ⊗ xi)
1/2γ2(
∑
yi ⊗ yi)
1/2}
ou` l’infimum porte sur toutes les repre´sentations possibles de u. On ve´rifie alors aise´ment
que γ est une norme sur E1 ⊗ E2. On notera E1⊗ˆγE2 l’espace comple´te´ associe´. On peut
montrer que la norme duale de γ est essentiellement du meˆme type. Plus pre´cise´ment, on a
THEOREME 4. Soient E1, E2 deux espaces de dimension finies munis de poids raisonnables
γ1 sur B+(E1) et γ2 sur B+(E2). On notera γ1 (resp. γ2) la norme e´tendant γ1 sur E1⊗E1
(resp. E2⊗E2) et γ
∗
1 (resp. γ
∗
2) la norme duale sur E
∗
1 ⊗E
∗
1 (resp. E
∗
2 ⊗E
∗
2 ). Soit γ la norme
associe´e sur E1⊗E2 comme en (1) ci-dessus. Alors sa norme duale γ
∗ coincide avec la norme
associe´e comme en (1) ci-dessus avec les normes γ∗1 et γ
∗
2 , c’est-a`-dire que pour tout v dans
E∗1 ⊗E
∗
2 on a
γ∗(v) = inf{γ∗1(
∑
ξi ⊗ ξi)
1/2γ∗2(
∑
η1 ⊗ ηi)
1/2}
ou` l’infimum porte sur toutes les repre´sentations possibles de la forme v =
∑n
1 ξi ⊗ ηi avec
ξi ∈ E
∗
1 , ηi ∈ E
∗
2 .
On peut voir le the´ore`me 2 comme un cas particulier du the´ore`me 4, en prenant γ1 et γ2
e´gales a` la norme du produit tensoriel minimal (=spatial). On notera que l’on peut de´duire
du the´ore`me 2 (ou du the´ore`me 4) une description de la norme tensorielle γ∗oh comme suit.
Soient E1, E2 deux espaces d’ope´rateurs. Pour tout u ∈ E1 ⊗ E2 posons
γ∗oh(u) = sup{| < u, v > | | v ∈ E
∗
1 ⊗E
∗
2 , γoh(v) ≤ 1}.
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Soit E un espace d’ope´rateurs arbitraire et soient u, v ∈ (E⊗minE)
∗ on note u ≤ v si u et v
sont syme´triques et si u(x, x) ≤ v(x, x) pour tout x dans E. Comme d’habitude un e´le´ment
de E⊗E peut aussi eˆtre conside´re´ comme un e´le´ment de (E∗⊗minE
∗
)∗. On peut alors poser
∀u ∈ E ⊗min E avec u ≥ 0 α(u) = inf{I(v)| v ∈ (E
∗ ⊗min E
∗
)∗, u ≤ v}.
On a alors
COROLLAIRE 5. Soient E1, E2 deux espaces d’ope´rateurs. Pour tout u ∈ E1 ⊗E2 on a
γ∗oh(u) = inf{α(
∑
xi ⊗ xi)
1/2α(
∑
yi ⊗ yi)
1/2}
ou` l’infimum porte sur toutes les repre´sentations u =
∑n
1 xi ⊗ yi, xi ∈ E1, yi ∈ E2.
Parmi les conse´quences notons que pour tout u ∈ E1 ⊗ E2 on a γ
∗
oh(u) ≥ γoh(u). De
plus, si E2 est suppose´ re´flexif (pour simplifier l’e´nonce´) on a
γ∗oh(u) = inf{π2,oh(B)π2,oh(A
∗)}
ou` l’infimum porte sur toutes les repre´sentations possibles de u de la forme u = AB avec
B : E∗1 → ℓ2 et A : ℓ2 → E2 tels que B et A
∗ sont (2, oh)−sommants. Enfin pour tout
ope´rateur v : E1 → OH on a π2,oh(v) ≥ ‖v‖cb.
Signalons qu’on peut montrer en suivant des ide´es bien connues que, si la norme γ est
comme en (1), l’application canonique de E1⊗ˆγE2 dans le produit tensoriel injectif E1
∨
⊗ E2
est toujours injective quels que soient les espaces de Banach E1 et E2.
Les ide´es pre´ce´dentes permettent de de´velopper des notions d’espace d’ope´rateurs de
type 2 ou de cotype 2. Soit E un espace d’ope´rateurs, F un espace de Banach et u : F → E
un ope´rateur. On notera Π∗2,oh(F,E) la classe des ope´rateurs w : F → E admettant une
factorisation de la forme F → OH → E avec A : OH → E comple`tement borne´ et
B : F → OH tel que pour une base orthonorme´e (Tn) de OH on a
∑
‖B∗(Tn)‖
2
< ∞.
On posera π∗2,oh(w) = inf{‖A‖cb (
∑
‖B∗(Tn)‖
2
)1/2} ou` l’infimum porte sur toutes les
factorisations possibles de w.
Soit E un espace d’ope´rateur et F un espace de Banach. On posera pour v ∈ E ⊗ F
d2,oh(v) = inf{
∥∥∥
∑
xi ⊗ xi
∥∥∥
1/2
(
∑
‖yi‖
2
)1/2}
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ou` l’infimum porte sur toutes les repre´sentations
v =
n∑
1
xi ⊗ yi, xi ∈ E, yi ∈ F.
Soit E⊗ˆd2,ohF le comple´te´ associe´. Il est facile de ve´rifier (en suivant des ide´es bien connues
des spe´cialistes des espaces de Banach) que (E⊗ˆd2,ohF )
∗ s’identifie isome´triquement a`
l’espace Π2,oh(E, F
∗). De manie`re e´quivalente si l’on associe a` v ∈ E ⊗ F un ope´rateur
v˜ : F ∗ → E, on voit aise´ment que
d2,oh(v) = inf{‖A‖cb (
∑
‖B∗Tn‖
2
)1/2}
ou` l’infimum porte sur toutes les factorisations v˜ = AB avec B : F ∗ → OH,A : OH → E et
ou` (Tn) est une base orthonormale fixe´e de OH. Soit alors E ⊂ B(H) un espace d’ope´rateurs.
Soit (ei) la base canonique de ℓ2. Soit x = (xi) une suite finie dans E, on note ux =
∑
xi⊗ei
l’ope´rateur de E∗ dans ℓ2 de´fini par ux(ξ) =
∑
ξ(xi)ei. Soit (gi) une suite de variables
ale´atoires gaussiennes inde´pendantes standard sur un espace de probabilite´ (Ω,A, P ). On
notera L2(E) l’espace L2(Ω,A, P ;E).
Nous dirons qu’un espace d’ope´rateurs E est de OH-type 2 (resp. OH-cotype 2) s’il
existe une constante C telle que pour toute suite finie (xi) dans E on a
∥∥∥
∑
gixi
∥∥∥
L2(E)
≤ Cπ2,oh(
∑
xi ⊗ ei).
(resp.d2,oh(
∑
xi ⊗ ei) ≤ C
∥∥∥
∑
gixi
∥∥∥
L2(E)
).
On peut ve´rifier par exemple (voir [6] pour des de´finitions pre´cises) que l’espace R∩C est de
OH-type 2 et que R+C est de OH-cotype 2. On obtient alors aise´ment l’analogue pour les
espaces d’ope´rateurs d’une se´rie de the´ore`mes classiques en “the´orie locale” des espaces de
Banach. Par exemple, on peut e´tendre un the´ore`me de Kwapien´ (voir [7]) : tout ope´rateur
borne´ d’un espace E de OH-type 2 dans un espace F de OH-cotype 2 se factorise par OH
(et a fortiori est comple`tement borne´).
Notons qu’un espace de OH-type 2 (resp. OH-cotype 2) est a fortiori de type 2 (cotype
2) au sens usuel puisque pour tout e´le´ment
∑n
1 xi ⊗ yi de E ⊗ F les ope´rateurs associe´s
u : E∗ → F et u∗ : F ∗ → E ve´rifient π2,oh(u) ≤ π2(u) et π2(u
∗) ≤ d2,oh(
∑
xi ⊗ yi).
Je remercie David Blecher et Vern Paulsen pour des conversations stimulantes sur le
sujet de cette note et de la note pre´ce´dente [6].
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